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C2 20.5 20.5 20.5 20.5 20.5 20.6 20.7 20.7 20.7 20.8 20.8 20.8 
C1 21.9 21.9 21.9 21.9 21.9 21.9 22.0 22.0 22.0 22.0 22.0 22.0 

Bảng 3, Bảng 4 và đồ thị hình 6 cho thấy cường độ bê tông công trình 
Khách sạn Luxe tại Quảng Bình bị suy giảm theo thời gian sau 12 năm từ 
23,8 MPa xuống còn 22.0 MPa đối với cột C1 (7,5%), 20.8 đồi với cột C2 
(12,6%). 

So sánh với kết quả kiểm định hiện trường của công trình sau 12 năm 
như sau (Bảng 5): 

Bảng 5. So sánh giá trị cường độ bê tông của AEMM và kết quả kiểm 
tra hiện trường 

Phương pháp Cường độ cột C1 
(MMPa) 

Cường độ cột C2 
(MMPa) 

AEMM 22.0 20.8 
Kiểm định hiện trường 17.53 17.69 
Chênh lệch 16% 21% 

4. Kết luận  
Điều kiện môi trường xung quanh (nhiệt độ, độ ẩm) đã làm thay đổi 

ứng suất bê tông và cốt thép theo thời gian. Sau 12 năm, với độ ẩm trung 
bình tháng dao động từ 70% - 93% đã làm cường độ bê tông sự giảm ứng 
suất 7,5% đối với cột C1 và 12,6% đối với cột C2. 

Phương pháp AEMM, mô hình ACI – 209 đảm bảo độ tin cậy cho phép 
xác định sự suy giảm cường độ bê tông, cốt thép trong kết cấu BTCT 
trong vùng khí hậu Miền trung Việt Nam. 
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Tính toán dao động của móng máy trên nền đàn nhớt cấp 
phân số chịu kích động va đập 
Calculating vibration of  impact-resistant engine foundation on viscoelastic 
foundation of fractional order 

                                         Trần Thị Trâm,  
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TÓM TẮT:  

Nhiều máy móc trong kỹ thuật được thiết kế dựa trên các nền 

đàn nhớt để làm giảm dao động của móng. Với các vật liệu 

mới, các mô hình giảm chấn được tính toán với phần tử đạo 

hàm cấp phân số. Thực tế rằng đối với những biến dạng lớn, 

đáp ứng phi tuyến xuất hiện. Quy luật dao động của móng máy 

không còn đơn thuần là quy luật tuyến tính, thay vào đó là quy 

luật phi tuyến.Việc thiết lập và giải các phương trình vi phân 

mô tả đặc tính dao động phi tuyến của cơ hệ là rất cần thiết 
trong việc thiết kế các kết cấu phức tạp hơn liên quan trực tiếp 

đến nhiều ngành khoa học kỹ thuật. 
Bài báo dựa trên lý thuyết của đạo hàm cấp phân số và phương 

pháp số Newmark để giải phương trình vi phân dao động phi 

tuyến của móng máy trên nền đàn nhớt cấp phân số chịu kích 

động va đập.  

Từ khóa: dao động, móng máy, cấp phân số, va đập 

 
ABSTRACT:  
Many machines are designed based on viscoelastic foundation 

to damp vibration of foundation in engineering. For new 

materials, damping models are calculated through terms of 

fractional derivative.  In fact, nonlinear response occurs for 

large deformation. Motion of engine foundation is represented 

by nonlinear law. Therefore, establishing and solving fractional 

differential equations which describe properties of vibrational 

systems are very indispensable in designing more complicated 

structures in sciences.  

Based on the theory of fractional derivative and the numerical 

method of Newmark, the numerical solution of vibrational 

differential equation is obtained. Then, we can research 

vibrational properties of impact-resistant engine foundation on 

viscoelastic foundation of fractional order.  

Keywords: vibration, engine foundation, fractional order, 

impact 
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1. Mở đầu 
Trong kỹ thuật nói chung, nhiều máy móc được thiết kế, cấu tạo 

dựa trên các mô hình giảm chấn đàn nhớt cấp nguyên Kelvin-Voigt, mô 
hình Maxwell và mô hình tuyến tính tiêu chuẩn…Tuy nhiên với sự phát 
triển của khoa học công nghệ nói chung và cơ học nói riêng, càng ngày 
càng có nhiều vật liệu mới ra đời (như cao su tổng hợp, silicone…), 
những mô hình đàn nhớt cổ điển với đạo hàm cấp nguyên không thể 
hiện được đầy đủ tính chất của vật liệu. Do đó để giải quyết vấn đề này, 
đạo hàm cấp phân số được áp dụng.  

Các vấn đề nghiên cứu về đạo hàm cấp phân số khá đa dạng, cũng 
có nhà khoa học nghiên cứu về dao động phi tuyến của mô hình cấp 
phân số. Tuy nhiên chưa có đề tài nào nghiên cứu về dao động phi 
tuyến của móng máy trên nền đàn nhớt cấp phân số chịu kích động va 
đập. Bài báo này nghiên cứu và tìm ra nghiệm của phương trình vi phân 
dao động phi tuyến của móng máy trên nền đàn nhớt cấp phân số chịu 
kích động va đập.   

2.  Phương pháp Newmark giải phương trình vi phân cấp hai 
Véc tơ trạng thái của hệ ở thời điểm 

1n nt t h+ = +  được suy ra từ véc 

tơ trạng thái của hệ đã biết ở thời điểm 
nt , qua các khai triển Taylor của 

dịch chuyển và vận tốc. 
Ta có các công thức xấp xỉ theo phương pháp Newmark 

( )1 11 ,n n n nx x h x h x+ += + − α + αɺ ɺ ɺɺ ɺɺ  (1) 

2 2
1 1

1
.

2
n n n n nx x hx h x h x+ +

 
= + + −β + β 

 
ɺ ɺɺ ɺɺ  (2)                                    

2.1.   Phương pháp Newmark đối với dao động tuyến tính    
Giả sử ta có phương trình dao động tuyến tính của hệ nhiều bậc tự do 

( ) ,mx cx k x f t+ + =ɺɺ ɺ  (3) 

Trong đó , ,m c k  là các hằng số. Áp dụng các công thức Newmark (1) và 

(2) vào phương trình trên tại thời điểm 
1nt +

 ta tính được gia tốc 
1nx +ɺɺ  

( )2
1 1

2

1

1
.

2

n n n n

n n n

m hc h k x f c x h x

k x h x h x

+ +
 + α + β = − + − α   

  
− + + −β    

ɺɺ ɺ ɺɺ

ɺ ɺɺ
 (4) 

Giải phương trình (4) ta được 
1nx +ɺɺ . Sử dụng các công thức Newmark 

(1), (2) nhận được giá trị của vận tốc và độ dịch chuyển 
1nx +ɺ , 

1nx +
. 

 Ta xác định điều kiện ban đầu của ( )0x tɺɺ  từ điều kiện ban đầu của 

( )0x t  và ( )0x tɺ  đã cho như sau 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1
0 0 0 0

,

.

x m f t c x k x

x t m f t c x t k x t

−

−

= − −  
 = − − 

ɺɺ ɺ

ɺɺ ɺ
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2.2.   Phương pháp Newmark đối với dao động phi tuyến  
Giả sử phương trình chuyển động phi tuyến có dạng 

( ) ( ) ( ),  ,  , ,  ,m x x k t x x f t x x+ =ɺɺ ɺ ɺ  (5) 

Từ (2) ta rút ra gia tốc 1nx +ɺɺ  

( )1 12

1 1 1
1 ,

2
n n n n nx x x x x

hh
+ +

 
= − − − − 

β ββ  
ɺɺ ɺ ɺɺ  (6) 

Thay 
1nx +ɺɺ  vào (1) 

( )1 1 1 1 .
2

n n n n nx x x x h x
h

+ +

   α α α
= − + − + −   

β β β   
ɺ ɺ ɺɺ  (7) 

Như vậy gia tốc và vận tốc đều được biểu diễn qua 
1nx +

 và các giá 

trị đã biết của 
nx , 

nxɺ , 
nxɺɺ . Thế vào phương trình (5) ta nhận được 

phương trình phi tuyến xác định với ẩn là 
1nx +

. Sử dụng phương pháp 

lặp Newton – Raphson ta tìm được giá trị của 
1nx +

. Sau đó sử dụng các 

công thức gia tốc và vận tốc (6), (7) ta xác định được 
1nx +ɺɺ  và 

1nx +ɺ . 

Điều kiện đầu của ( )0x tɺɺ  được tìm tương tự như trường hợp dao 

động tuyến tính thông qua điều kiện ban đầu của ( )0x t  và ( )0x tɺ  đã 

cho. 
3. Phương trình chuyển động 
3.1.  Phương trình chuyển động của móng máy trên nền đàn 

nhớt cấp phân số chịu kích động va đập  
Xét móng máy trên nền đàn nhớt chịu kích động va đập bởi vật 

nặng có khối lượng 0m  rơi tự do từ độ cao h xuống (hình 1a). 

               
  Hình 1a     Hình 1b 

Ta thiết lập phương trình chuyển động của móng máy trên nền đàn 
nhớt theo định luật 2 Newton 

( ) ( )1 2 0 ,vem m x t F m g+ + =ɺɺ            (8) 

Với vật liệu mới, ta có lực sinh ra bên trong vật liệu đàn nhớt 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 21 , 0 1p

veF c x c x D x t kx t p= µ + + + < <  (9) 

Thay (9) vào phương trình (8) ta có phương trình chuyển động của 
móng máy trên nền đàn nhớt cấp phân số 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 0 1 2 01 ,p

m m x t c x c x D x t kx t m g+ + µ + + + =ɺɺ  (10) 

Hay                ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2 01 .p

mx t c x c x D x t kx t m g+ µ + + + =ɺɺ  (11) 

Trong đó     ( )1 2m m m= +  

Vận tốc ban đầu của móng máy sau khi chịu kích động va đập 

0
0

0 1 2

2
.

m gh
v

m m m
=

+ +
 (12) 

3.2.  Áp dụng phương pháp Newmark tính toán dao động phi 
tuyến của móng máy trên nền đàn nhớt cấp phân số 

Ta có phương trình vi phân dao động cấp phân số  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 1 2 01 , 0 1p

mD x t c x c x D x t kx t m g p+µ + + + = < <   (13) 

Đặt 

0 1 1 0 2 2 0 0, , , ,a m b c m b c m c k m f m g m= µ = µ = µ = = , ta viết 

lại phương trình chuyển động trên  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 ,p p p

x t aD x t b xD x t b x D x t cx t f+ + + + =ɺɺ  (14) 

Tiếp đến ta sẽ đi tới việc giải phương trinh vi phân chuyển động ở 
trên bằng phương pháp số Newmark. 

 Định nghĩa Riemann – Liouville đối với đạo hàm cấp không nguyên 

( ) ( )
( )

( )

( )
1

0

1
,

1 , 0 1.

t
p u

u

xd
D x t D D x t d

u dt t

u p u

−

−

τ = = τ  Γ − τ

= − < <

∫  (15) 

Áp dụng quy tắc hợp thành đối với ( )p
D x t  ta được  

( ) ( )
( )
( )

( )10
,p u u ux

D x t D D x t t D x t
u

− − − = = +  Γ
ɺ  (16) 

Tính đạo hàm cấp không nguyên ( )p
D x t  tại thời điểm 

nt t=  ở 

phương trình (16)  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )

1

1

1

0

0

1

01 1
,

1 1

n n

n

p p p
n n n

t t

p p p
n tn n

x
D x t t D x t

p

x x x
d d

p pt t t

−

−

− −= +
Γ −

 τ τ
 = + τ + τ

Γ − Γ −  − τ − τ 
∫ ∫

ɺ

ɺ ɺ

 

Ký hiệu  

( )
0

0
p
n

x
I

t
=   (17) 

( )

( )

1

1

0

nt

n p

n

x
I d

t

−

−

τ
= τ

− τ
∫

ɺ  (18) 

Và ( )

( )
1

n

n

t

n p

t n

x
I d

t
−

τ
∆ = τ

− τ
∫

ɺ                   (19)     

Khi đó phương trình ( )p
nD x t  sẽ trở thành phương trình có dạng  

( )
( )

( )0 1

1

1

p
n n nD x t I I I

p
−= + + ∆

Γ −

 (20) 

Giả thiết tại thời điểm 
nt  phương trình chuyển động của hệ như sau  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 .p p p

n n n n n n nx t aD x t b x t D x t b x t D x t cx t f+ + + + =ɺɺ  

với ( ) ( )  và n nx t x tɺɺ lần lượt là độ dịch chuyển và gia tốc tại thời điểm nt . 

Với 
1n nt t− ≤ τ ≤  , sử dụng khai triển Taylor và ta có thể bỏ qua số 

hạng bậc cao do 
1nt −τ −  giả thiết rằng rất nhỏ 

( ) ( )1 1 1.n n nx x t x− − −τ = + τ −ɺ ɺ ɺɺ  (22) 

( )x τɺ  thay đổi trong khoảng [ ]1,n nt t−
 và ký hiệu ( )n nx x t=ɺ ɺ .  

Ngoài ra ta có  ( )1
1 1, ,

n n
n n n

x x
x t t t

t

−
− −

−
= ∆ = −

∆

ɺ ɺ
ɺɺ  

Thay vào phương trình (22) ta được công thức tính ( )x τɺ  theo 

1,n nx x −ɺ ɺ  

  

( )
( )

( )1
1 1 .

n
n n n

t
x x x x

t

−
− −

τ −
τ = + −

∆
ɺ ɺ ɺ ɺ  (23) 

Sau đó thế phương trình (23) vào phương trình (29), ta được  

( ) ( )
1 1

1 1 1 .
n n

n n

t t

n n n n
n p p

t tn n

x x x t
I d d

tt t
− −

− − −− τ −
∆ = τ + ⋅ τ

∆− τ − τ
∫ ∫

ɺ ɺ ɺ  (24) 

Các tích phân trong phương trình (24) bây giờ là những tích phân 
xác định thông thường và có thể dễ dàng giải được. 

Ta có các công thức xấp xỉ theo phương pháp Newmark 

( )1 1 12

1 1 1
1 ,

2
n n n n nx x x x x

tt
− − −

 
= − − − − 

β∆ ββ∆  
ɺɺ ɺ ɺɺ  (25) 

( )1 1và 1 .n n n nx x t x t x− −= + − α ∆ + α ∆ɺ ɺ ɺɺ ɺɺ  (26) 

 Bây giờ thay (26) vào (24) ta có 

( )
( )( ) ( )( )

1 2 2

1 11 ,
1 1 2 1 2

p p p

n n n n

t t t
I x x x

p p p p p

− − −

− −

∆ ∆ ∆
∆ ≈ + − α + α

− − − − −
ɺ ɺɺ ɺɺ  (27) 

Tiếp theo ta chú ý đến tích phân 
1nI −

 của phương trình (18). Nó là 

kiểu tích phân chập. Tích phân xác định này có thể được xấp xỉ bằng 
công thức hình thang như sau 

   ( )

( )

2
0 1

1

1

2 , 2.
2

n
n

n p p p
in n

x i tx xt
I n

t t t i t

−
−

−
=

 ∆∆  ≈ + + ≥
∆ − ∆ 

∑
ɺɺ ɺ  (28) 

Áp dụng công thức của 
nxɺɺ  ở (25) vào công thức tính 

nI∆  ở (28) 

được  

( )( )
( )

1

1 1 12 1 .
1 2 2

p

n n n n n

t
I x x p x tx

p p t

−

− − −

    ∆ α α α
∆ ≈ − + − − + − ∆    

− − β∆ β β    
ɺ ɺɺ (29) 

Sử dụng công thức Newmark đối với vận tốc nxɺɺ  trong phương 

trình (25) cùng với phương trình (20) ta thay vào phương trình (21)  

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

1 0 1 1

2 2
2 0 1 2

0 1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

.
1

n n n n n n

n n n n n

n

a
x I b x I I b x I

p p p

b x I I b x I cx
p p

a
f I I

p

−

−

−

+ ∆ + + + ∆
Γ − Γ − Γ −

+ + + ∆ +
Γ − Γ −

= − +
Γ −

ɺɺ

 (30) 

Thay 
nI∆ ở phương trình (29) và 

nxɺɺ  ở phương trình (25) vào 

phương trình trên ta có phương trình tính 
nx  như sau 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

1
3

2 2 0 1 2 1 1

2
1 1 1 0 12

1

1 1 1

1
2

3 1 3

1 1
1

2 3 3 1

2 1
3

p p

n n n n

p p

n n n

p

n n

t t
b x b I I b x p x

p p p t

t t
tx b x a b I I

p p pt

t
b x p x

p t

− −

− − −

− −

− −

−

− −

   α∆ ∆ α α
+ + + − + − −   

βΓ − Γ − Γ − β∆ β  
  α α∆ α∆ 

+ − ∆ + + + + +  
β βΓ − βΓ − Γ −β∆     

 ∆ α α
+ − + − − + 

Γ − β∆ β 

ɺ

ɺɺ

ɺ

( )
( )

( )
( )

1

0 1 1 1 12

1

1 1 1

2

1 1 1
1

1 2

2 1 . 31
3 2

n n

n n n n

p

n n n

tx c x

a
f I I x x x

p tt

t
a x p x tx

p t

−

− − − −

−

− − −

  α 
− ∆ +   

β    
  

= − + + + + −  
Γ − β∆ ββ∆   

    ∆ α α α
+ + − + + − ∆    

Γ − β∆ β β    

ɺɺ

ɺ ɺɺ

ɺ ɺɺ

 

Như vậy ta được phương trình bậc 3 để tính nx  

3 2 .n n n n n n nA x B x C x F+ + =                                     (32) 

Với 

( )2 ,
3

p

n

t
A b

p

−α∆
=

βΓ −
 

( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( )

1

2 0 1 2 1 1

1 1

1 0 12

1

1 1 1

1
2

1 3

1 ,
2 3

1 1

3 1

2 1
3 2

p

n n n n

p

n

p

n n

p

n n

t
B b I I b x p x

p p t

t
t x b

p

t
C a b I I

p pt

t
b x p x t

p t

−

− − −

−

−

−

−

−

− −

   ∆ α α
= + + − + − −   

Γ − Γ − β∆ β  
 α α∆ 

+ − ∆ +  
β βΓ −    

 α∆
= + + +

βΓ − Γ −β∆

   ∆ α α α
+ − + − − + − ∆   

Γ − β∆ β β   

ɺ

ɺɺ

ɺ ɺ

( )
( )

( )

1

0 1 1 1 12

1

1 1 1

,

1 1 1
1

1 2

2 1 .
3 2

n

n n n n n

p

n n n

x c

a
F f I I x x x

p tt

t
a x p x t x

p t

−

− − − −

−

− − −

  
+  

  
  

= − + + + + −  
Γ − β∆ ββ∆   

    ∆ α α α
+ + − + + − ∆    

Γ − β∆ β β    

ɺ

ɺ ɺɺ

ɺ ɺɺ

 

Giải phương trình trên ta tìm được nghiệm số 
nx  của phương trình vi 

phân dao động  ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2 01 .p

mx t c x c x D x t kx t m g+ µ + + + =ɺɺ  

hay ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2

p p p
x t aD x t b xD x t b x D x t cx t f+ + + + =ɺɺ  theo 

các giá trị của 
1 1 1, ,n n nx x x− − −ɺ ɺɺ  với 

1 1 vàn nx x− −ɺ ɺɺ  được tính như sau  

( )

1 1 12 2

1 1

1 1 1 1
1

2

1

n n n n n

n n n n

x x x x x
tt t

x t x x t x

− − −

− −

   
= − + + −   

β∆ ββ∆ β∆   


= α∆ + + − α ∆  

ɺɺ ɺ ɺɺ

ɺ ɺɺ ɺ ɺɺ

 (33) 

Giả thiết rằng điều kiện ban đầu của các công thức trên ( ) ( )0 , 0x xɺ  

đã cho.  
3.3. Tính toán số 
Với các số liệu  

( )( )

( )

22

0 0 1 2

0 1 9.81
1, 0.5, 1, 2, 1, , 2.44, 3.81

2

1 10 0, 0.01, , .
2 4

x m
m p k m g h c h c h

g

x t

+
= = = µ = = = = =

= ∆ = α = β=

ɺ

với các điều kiện đầu ( )0 0.64, 3x =ɺ  và 4 ta có đồ thị dao động (hình 2). 
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2.2.   Phương pháp Newmark đối với dao động phi tuyến  
Giả sử phương trình chuyển động phi tuyến có dạng 

( ) ( ) ( ),  ,  , ,  ,m x x k t x x f t x x+ =ɺɺ ɺ ɺ  (5) 

Từ (2) ta rút ra gia tốc 1nx +ɺɺ  

( )1 12

1 1 1
1 ,

2
n n n n nx x x x x

hh
+ +

 
= − − − − 

β ββ  
ɺɺ ɺ ɺɺ  (6) 

Thay 
1nx +ɺɺ  vào (1) 

( )1 1 1 1 .
2

n n n n nx x x x h x
h

+ +

   α α α
= − + − + −   

β β β   
ɺ ɺ ɺɺ  (7) 

Như vậy gia tốc và vận tốc đều được biểu diễn qua 
1nx +

 và các giá 

trị đã biết của 
nx , 

nxɺ , 
nxɺɺ . Thế vào phương trình (5) ta nhận được 

phương trình phi tuyến xác định với ẩn là 
1nx +

. Sử dụng phương pháp 

lặp Newton – Raphson ta tìm được giá trị của 
1nx +

. Sau đó sử dụng các 

công thức gia tốc và vận tốc (6), (7) ta xác định được 
1nx +ɺɺ  và 

1nx +ɺ . 

Điều kiện đầu của ( )0x tɺɺ  được tìm tương tự như trường hợp dao 

động tuyến tính thông qua điều kiện ban đầu của ( )0x t  và ( )0x tɺ  đã 

cho. 
3. Phương trình chuyển động 
3.1.  Phương trình chuyển động của móng máy trên nền đàn 

nhớt cấp phân số chịu kích động va đập  
Xét móng máy trên nền đàn nhớt chịu kích động va đập bởi vật 

nặng có khối lượng 0m  rơi tự do từ độ cao h xuống (hình 1a). 

               
  Hình 1a     Hình 1b 

Ta thiết lập phương trình chuyển động của móng máy trên nền đàn 
nhớt theo định luật 2 Newton 

( ) ( )1 2 0 ,vem m x t F m g+ + =ɺɺ            (8) 

Với vật liệu mới, ta có lực sinh ra bên trong vật liệu đàn nhớt 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 21 , 0 1p

veF c x c x D x t kx t p= µ + + + < <  (9) 

Thay (9) vào phương trình (8) ta có phương trình chuyển động của 
móng máy trên nền đàn nhớt cấp phân số 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 0 1 2 01 ,p

m m x t c x c x D x t kx t m g+ + µ + + + =ɺɺ  (10) 

Hay                ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2 01 .p

mx t c x c x D x t kx t m g+ µ + + + =ɺɺ  (11) 

Trong đó     ( )1 2m m m= +  

Vận tốc ban đầu của móng máy sau khi chịu kích động va đập 

0
0

0 1 2

2
.

m gh
v

m m m
=

+ +
 (12) 

3.2.  Áp dụng phương pháp Newmark tính toán dao động phi 
tuyến của móng máy trên nền đàn nhớt cấp phân số 

Ta có phương trình vi phân dao động cấp phân số  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 1 2 01 , 0 1p

mD x t c x c x D x t kx t m g p+µ + + + = < <   (13) 

Đặt 

0 1 1 0 2 2 0 0, , , ,a m b c m b c m c k m f m g m= µ = µ = µ = = , ta viết 

lại phương trình chuyển động trên  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 ,p p p

x t aD x t b xD x t b x D x t cx t f+ + + + =ɺɺ  (14) 

Tiếp đến ta sẽ đi tới việc giải phương trinh vi phân chuyển động ở 
trên bằng phương pháp số Newmark. 

 Định nghĩa Riemann – Liouville đối với đạo hàm cấp không nguyên 

( ) ( )
( )

( )

( )
1

0

1
,

1 , 0 1.

t
p u

u

xd
D x t D D x t d

u dt t

u p u

−

−

τ = = τ  Γ − τ

= − < <

∫  (15) 

Áp dụng quy tắc hợp thành đối với ( )p
D x t  ta được  

( ) ( )
( )
( )

( )10
,p u u ux

D x t D D x t t D x t
u

− − − = = +  Γ
ɺ  (16) 

Tính đạo hàm cấp không nguyên ( )p
D x t  tại thời điểm 

nt t=  ở 

phương trình (16)  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )

1

1

1

0

0

1

01 1
,

1 1

n n

n

p p p
n n n

t t

p p p
n tn n

x
D x t t D x t

p

x x x
d d

p pt t t

−

−

− −= +
Γ −

 τ τ
 = + τ + τ

Γ − Γ −  − τ − τ 
∫ ∫

ɺ

ɺ ɺ

 

Ký hiệu  

( )
0

0
p
n

x
I

t
=   (17) 

( )

( )

1

1

0

nt

n p

n

x
I d

t

−

−

τ
= τ

− τ
∫

ɺ  (18) 

Và ( )

( )
1

n

n

t

n p

t n

x
I d

t
−

τ
∆ = τ

− τ
∫

ɺ                   (19)     

Khi đó phương trình ( )p
nD x t  sẽ trở thành phương trình có dạng  

( )
( )

( )0 1

1

1

p
n n nD x t I I I

p
−= + + ∆

Γ −

 (20) 

Giả thiết tại thời điểm 
nt  phương trình chuyển động của hệ như sau  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 .p p p

n n n n n n nx t aD x t b x t D x t b x t D x t cx t f+ + + + =ɺɺ  

với ( ) ( )  và n nx t x tɺɺ lần lượt là độ dịch chuyển và gia tốc tại thời điểm nt . 

Với 
1n nt t− ≤ τ ≤  , sử dụng khai triển Taylor và ta có thể bỏ qua số 

hạng bậc cao do 
1nt −τ −  giả thiết rằng rất nhỏ 

( ) ( )1 1 1.n n nx x t x− − −τ = + τ −ɺ ɺ ɺɺ  (22) 

( )x τɺ  thay đổi trong khoảng [ ]1,n nt t−
 và ký hiệu ( )n nx x t=ɺ ɺ .  

Ngoài ra ta có  ( )1
1 1, ,

n n
n n n

x x
x t t t

t

−
− −

−
= ∆ = −

∆

ɺ ɺ
ɺɺ  

Thay vào phương trình (22) ta được công thức tính ( )x τɺ  theo 

1,n nx x −ɺ ɺ  

  

( )
( )

( )1
1 1 .

n
n n n

t
x x x x

t

−
− −

τ −
τ = + −

∆
ɺ ɺ ɺ ɺ  (23) 

Sau đó thế phương trình (23) vào phương trình (29), ta được  

( ) ( )
1 1

1 1 1 .
n n

n n

t t

n n n n
n p p

t tn n

x x x t
I d d

tt t
− −

− − −− τ −
∆ = τ + ⋅ τ

∆− τ − τ
∫ ∫

ɺ ɺ ɺ  (24) 

Các tích phân trong phương trình (24) bây giờ là những tích phân 
xác định thông thường và có thể dễ dàng giải được. 

Ta có các công thức xấp xỉ theo phương pháp Newmark 

( )1 1 12

1 1 1
1 ,

2
n n n n nx x x x x

tt
− − −

 
= − − − − 

β∆ ββ∆  
ɺɺ ɺ ɺɺ  (25) 

( )1 1và 1 .n n n nx x t x t x− −= + − α ∆ + α ∆ɺ ɺ ɺɺ ɺɺ  (26) 

 Bây giờ thay (26) vào (24) ta có 

( )
( )( ) ( )( )

1 2 2

1 11 ,
1 1 2 1 2

p p p

n n n n

t t t
I x x x

p p p p p

− − −

− −

∆ ∆ ∆
∆ ≈ + − α + α

− − − − −
ɺ ɺɺ ɺɺ  (27) 

Tiếp theo ta chú ý đến tích phân 
1nI −

 của phương trình (18). Nó là 

kiểu tích phân chập. Tích phân xác định này có thể được xấp xỉ bằng 
công thức hình thang như sau 

   ( )

( )

2
0 1

1

1

2 , 2.
2

n
n

n p p p
in n

x i tx xt
I n

t t t i t

−
−

−
=

 ∆∆  ≈ + + ≥
∆ − ∆ 

∑
ɺɺ ɺ  (28) 

Áp dụng công thức của 
nxɺɺ  ở (25) vào công thức tính 

nI∆  ở (28) 

được  

( )( )
( )

1

1 1 12 1 .
1 2 2

p

n n n n n

t
I x x p x tx

p p t

−

− − −

    ∆ α α α
∆ ≈ − + − − + − ∆    

− − β∆ β β    
ɺ ɺɺ (29) 

Sử dụng công thức Newmark đối với vận tốc nxɺɺ  trong phương 

trình (25) cùng với phương trình (20) ta thay vào phương trình (21)  

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

1 0 1 1

2 2
2 0 1 2

0 1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

.
1

n n n n n n

n n n n n

n

a
x I b x I I b x I

p p p

b x I I b x I cx
p p

a
f I I

p

−

−

−

+ ∆ + + + ∆
Γ − Γ − Γ −

+ + + ∆ +
Γ − Γ −

= − +
Γ −

ɺɺ

 (30) 

Thay 
nI∆ ở phương trình (29) và 

nxɺɺ  ở phương trình (25) vào 

phương trình trên ta có phương trình tính 
nx  như sau 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

1
3

2 2 0 1 2 1 1

2
1 1 1 0 12

1

1 1 1

1
2

3 1 3

1 1
1

2 3 3 1

2 1
3

p p

n n n n

p p

n n n

p

n n

t t
b x b I I b x p x

p p p t

t t
tx b x a b I I

p p pt

t
b x p x

p t

− −

− − −

− −

− −

−

− −

   α∆ ∆ α α
+ + + − + − −   

βΓ − Γ − Γ − β∆ β  
  α α∆ α∆ 

+ − ∆ + + + + +  
β βΓ − βΓ − Γ −β∆     

 ∆ α α
+ − + − − + 

Γ − β∆ β 

ɺ

ɺɺ

ɺ

( )
( )

( )
( )

1

0 1 1 1 12

1

1 1 1

2

1 1 1
1

1 2

2 1 . 31
3 2

n n

n n n n

p

n n n

tx c x

a
f I I x x x

p tt

t
a x p x tx

p t

−

− − − −

−

− − −

  α 
− ∆ +   

β    
  

= − + + + + −  
Γ − β∆ ββ∆   

    ∆ α α α
+ + − + + − ∆    

Γ − β∆ β β    

ɺɺ

ɺ ɺɺ

ɺ ɺɺ

 

Như vậy ta được phương trình bậc 3 để tính nx  

3 2 .n n n n n n nA x B x C x F+ + =                                     (32) 

Với 

( )2 ,
3

p

n

t
A b

p

−α∆
=

βΓ −
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Giải phương trình trên ta tìm được nghiệm số 
nx  của phương trình vi 

phân dao động  ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2 01 .p

mx t c x c x D x t kx t m g+ µ + + + =ɺɺ  

hay ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2

p p p
x t aD x t b xD x t b x D x t cx t f+ + + + =ɺɺ  theo 

các giá trị của 
1 1 1, ,n n nx x x− − −ɺ ɺɺ  với 

1 1 vàn nx x− −ɺ ɺɺ  được tính như sau  
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 (33) 

Giả thiết rằng điều kiện ban đầu của các công thức trên ( ) ( )0 , 0x xɺ  

đã cho.  
3.3. Tính toán số 
Với các số liệu  

( )( )

( )

22

0 0 1 2

0 1 9.81
1, 0.5, 1, 2, 1, , 2.44, 3.81

2

1 10 0, 0.01, , .
2 4

x m
m p k m g h c h c h

g

x t

+
= = = µ = = = = =

= ∆ = α = β=

ɺ

với các điều kiện đầu ( )0 0.64, 3x =ɺ  và 4 ta có đồ thị dao động (hình 2). 
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4. Kết luận 
Sau khi tìm được nghiệm số của phương trình vi phân có chứa đạo 

hàm cấp phân số và qua đồ thị dao động có được, chúng ta có thể rút ra 
kết luận:  

Quá trình dao động của mô hình hoàn toàn phù hợp với đặc tính 
dao động của hệ chịu cản. 

Nhờ việc khảo sát ứng xử phi tuyến của móng máy trên nền đàn 
nhớt cấp phân số, các kết cấu kỹ thuật phức tạp có thể được thiết kế 
hợp lý, đảm bảo các tiêu chuẩn kỹ thuật. 
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Nghiên cứu thực nghiệm bê tông geopolymer sử dụng tro 
bay, xỉ lò cao và chất hoạt hóa một thành phần 
Experimental study on mechanical properties of fly ash and ground granulated blast 
furnace slag based geopolymer concrete 

 

Phạm Quang Đạo,  
Phạm Thanh Tùng 

 

TÓM TẮT:  
Bê tông geopolymer (GPC) là loại bê tông sử dụng chất kết dính 

từ nguồn vật liệu giàu aluminate và silicate hoạt hóa trong môi 

trường kiềm. Các nguồn vật liệu này phổ biến là như tro bay 

(FA) và xỉ lò cao nghiền mịn (GGBFS) được thải ra từ các nhà 

máy nhiệt điện, luyện thép. Các nghiên cứu trên thế giới cho thấy 

loại bê tông GPC có tính năng cơ học tốt, có khả năng thay thế 
được bê tông xi măng (OPC). Bài báo này trình bày nghiên cứu 

chế tạo thực nghiệm vật liệu trong điều kiện nhiệt độ thường 

phòng thí nghiệm và các đặc trưng cơ học chính của GPC sử 

dụng tro bay và xỉ lò cao. Kết quả thực nghiệm cho thấy có thể 
chế tạo được bê tông GPC từ hỗn hợp tro bay và xỉ lò cao hoạt 
hóa đạt cường độ chịu nén đến khoảng 50 MPa. Các đặc trưng 

cơ học khác như cường độ chịu kéo, mô đun đàn hồi và quan hệ 
ứng suất biến dạng khi nén của vật liệu được chế tạo rất ổn định. 

Từ khóa: Bê tông GPC; tro bay; xỉ lò cao; đặc trưng cơ học; 

quan hệ ứng suất – biến dạng. 

 
ABSTRACT 
Geopolymer concrete (GPC) is a type of concrete that uses a 

binder from the precursors as aluminate-rich and silicate 

activated by an alkaline environment. Common sources of such 

materials are fly ash (FA) and ground granulated blast furnace 

slag (GGBFS) discharged from thermal power plants and steel 

mills. Globally, it is recognised that GPC concrete possesses 

good mechanical properties so it can be an alternative for the 

cement concrete (OPC). This paper presents the experimental 

works to fabricate GPC in the laboratory at ambient temperature 

and to discover the main mechanical characteristics of fly ash 

and blast furnace slag based GPC. Experimental results show 

that GPC can be made from a mixture of fly ash and blast furnace 

slag with compressive strength upto nearly 50 MPa. Other 

mechanical characteristics such as tensile strength, elastic 

modulus and stress-strain relationship of tested samples are very 

consistent. 

Keywords: GPC concrete; fly ash; blast furnace slag; 

mechanical characteristics; stress-strain relationship. 
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1. Mở đầu 
Geopolymer (GPC) là bê tông sử dụng chất kết dính từ các hợp chất 

giàu alumino-silicat (tro bay, xỉ lò cao, mê ta cao lanh...) được hoạt hóa 
trong môi trường kiềm. Chất kết dính geopolymer có cấu trúc mạng lưới 
hình được hành thành là các liên kết của các polymer [1].  

Davidovits đã nghiên cứu phát triển và được nhận bằng sáng chế về 
chất kết dính Mêta cao lanh sử dụng kiềm hoạt hóa, sau này gọi là 
geopolymer vào năm 1978. Tiếp đó, Geopolymer được nghiên cứu sâu 
rộng với việc sử dụng hợp chất giàu alumino-silicat như tro bay, xỉ lò 
cao… được hoạt hóa kiềm làm chất kết dính thay thế xi măng. Cấu trúc 
một geopolymer có thể có một trong ba dạng cơ bản như (i) Poly (sialate) 
có [-Si-O-Al-O-] lặp lại, (ii) Poly (sialate-siloxo) có [-Si-O-Al-O-Si-O-] lặp lại, 
(iii) Poly (sialate-disiloxo) có [-Si-O-Al-O-Si-O-Si-O-] lặp lại [2]. Các dạng 
kết hợp khác nhau của poly (sialate) được chỉ ra trong Hình 1  

 
Hình 1 Một số dạng cấu trúc cơ bản của geopolymer [2] 

Không giống như các xi măng thường, chất kết dính geopolymer 
không hình thành calciumsilicate-hydrates (CSHs) để tạo các liên kết 
mạng tinh thể và tạo nên cường độ, mà dựa trên quá trình trùng ngưng 
các chất chứa silica, alumina trong môi trường hàm lượng kiềm cao để 
hình thành mạng tinh thể dạng polyme vô cơ để tạo cường độ bê tông. 
Thành phần của geopolymer tương tự như các vật liệu zeolit tự nhiên, 
nhưng cấu trúc vi mô vô định hình thay vì cấu trúc tinh thể. Do đó các 
đặc trưng cơ học của GPC này phụ thuộc nhiều vào nguồn vật liệu đầu 
vào chứa alumino-silicat như thành phần hóa, thành phần khoáng, độ 
mịn của các hạt. Đồng thời nồng độ kiềm hoạt hóa, nhiệt độ dưỡng hộ là 
hai yếu tố quyết định đến tốc độ và hiệu suất phản ứng hình thành liên 
kết geopolymer [3] . 

Bê tông geopolymer là loại bê tông thân thiện với môi trường vì vật 
liệu này sẽ tiêu thụ khối lượng rất lớn là tro bay và xỉ lò cao là nguồn thải 
của nhà máy. Ngoài ra, sử dụng GPC thay thế xi măng OPC sẽ hạn chế 
được một phần nhu cầu sản xuất xi măng, góp phần giảm lượng khí CO2 


